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FEUILLE D’EXERCICES 4

Exercice 1.

(1) Soit Ly = {s(x)} ou s(z) est une fonction unaire. Nous considerons la
L-structure M = (Z,z — x + 1).
(a) Soit T telle que s est une bijection et s ne contient pas de cycles.
Observer que M est une modéle de T.
(b) Montrer que Ty n’est pas Rg-catégorique, mais qu’elle est catégorique
en tout cardinal non dénombrable.
(¢) Montrer que Ty est compléte et qu’elle a I’élimination des quanteurs.
(2) Soit L. = {<}. Nous considerons la L-structure M = (Z, <).
(a) Soit L.-théorie T,.q la théorie des ordres discrets sans extrémités.
Montrer que T,,.q n’a pas I’élimination des quanteurs.
(b) On considére le langage L. = L. U {d, (x,y) : n € N} ou les d,, (z,y)
sont des relations binaires et la théorie

T =T U{VaVy (dy (z,y) <> F20... Tz (2 < 20 < ... < 2, <Y))}-

Montrer que chaque modéle de Ts admet une extension en un modéle
de T. (ou TL) et que T n’est catégorique en aucun cardinal.

(c) Montrer que T2 est une théorie compléte et que T a 1’élimination des
quanteurs (par la méthode de va-et-vient).

Exercice 2 (Z-groupes). Soit L = {0,1,+,—} U{P,,n > 2}, ou les P, sont des

prédicats unaires. On associe aux entiers relatifs la L-structure Z = (Z,0,1,+, —, (nZ),,~,)-

Le but de cet exercice est de comprendre Th(Z).
On considére la L-théorie T" axiomatisée par les axiomes suivants:

e des axiomes de groupes abéliens sans torsion, avec 0 'identité;

e pour tout n > 2 I"énoncé Va(P,(z) < Jznz = x);

e pour tout n > 2 'énoncé =P, (1);

e pour tout n > 2 ’énonceé Vz ( s;é P, (z— d)), ond=1+---41 (d fois).

(1) Soit M = T. Observer que pour n > 2, 1 — 1), induit un isomorphisme
Z/nZ = M/nM.

(2) Observer: Z est modéle de T' et admet un (unique) plongement dans tout
modeéle de T'.

(3) Pour i = 1,2, soient M; E T, U; C M; des sous-structures et f : Uy = Us
un L-isomorphisme.

Montrer que f s'étend en un isomorphisme f : Divyy, (Uy) 2 Divag, (Us),
ot Divy (U) :={b e M | 3n > 2 tel que nb € U} est la cloture divisible
de U dans M.

(4) Soit M =T et a € M. Pour n > 2, on note d,(a) 'unique d,, € {0,...,n—
1} tel que M = P,(a —d,). Observer que la suite (d,(a)),~, satisfait a la
condition suivante: -

(¥): Sim | n, alors m | (dy(a) — dm(a)).
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Réciproquement, on suppose donnée une suite d’entiers (d,),>2 avec

d, € {0,...,n — 1} et vérifiant (x). Soit N = T un modeéle w-saturé et
B = (by,...,b;) C N une sous-structure finiment engendrée. Montrer qu’il
existe a € N, a & Divy(B), tel que (dn(a)),,>5 = (dn)n>2-

(5) Montrer que T' élimine les quanteurs et est une théorie compléte.

(6) Soit L' = {0,1,+,—}. Montrer que T n’élimine pas les quanteurs dans L’.
(Indication: on peut trouver G C H deux modéles de T et a € G tels que
H E2laet GE—(2]a).)

(7) Montrer que dans (Z, 4+, —,0, 1) on ne peut pas definir Pordre habituel dans
Z. (Indication: trouver un isomorphisme convenable.)
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